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第2讲 圆的综合

一、 直线与圆的位置关系

1. 直线与圆的三种位置关系

______   两  个公共点

直线 与⊙ 有  两  个公

共点 、 时，叫做直

线 与⊙   相交  ，

此时，直线 叫做⊙

的  割线  ．

______   唯一  公共点

直线 与⊙ 有  唯一  公

共点 时，叫做直线 与

⊙   相切  ，

此时，直线 叫做⊙

的  切线  ，唯一公共点

叫做  切点  ．

______   没有  公共点

直线 与⊙   没有  公共

点时，叫做直线 与⊙

  相离  ．

举个“栗”子

栗子1

（ 1 ）

（ 2 ）

1. ★★★
如图，在 中， ， ， ．

若以点 为圆心， 为半径所作的圆与直线 相切，则             ．

⊙ 与直线 相交，则 的取值范围是            ．

2019~2020学年11月天津和平区天津市第五十五中学初三上学期月考第11题
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（ 3 ）⊙ 与直线 相离，则 的取值范围是            ．

【答案】（ 1 ）

（ 2 ）

（ 3 ）

【解析】（ 1 ）

（ 2 ）

（ 3 ）

作 于 点，

∵圆与 相切，

∴ ．

若⊙ 与 相交，则

，即 ．

若⊙ 与直线 相离，则

，即 ．

【标注】【知识点】直线和圆的位置关系

栗子2

2. ★★★
如图，⊙ 是以数轴原点 为圆心，半径为 的圆， ，点 在数轴上运动，过点 且与

平行的直线与⊙ 有公共点，则 的取值范围是            ．

【答案】

【解析】如图，平移过 点的直线到 ，使其与⊙ 相切，设切点为 ，连接 ，

由切线的性质，得 ，

∵ ，

∴ ，

2018~2019学年10月天津和平区耀华嘉诚国际中学初三上学期月考第16题3分
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∴ 为等腰直角三角形，

在 中， ，

，

∴当过点 且与 平行的直线与⊙ 有公共点时，

，

当点 在 轴负半轴即点 向左侧移动时，结果相同．

故答案为： ．

【标注】【知识点】直线和圆的位置关系

2. 切线的性质与判定

性质定理

圆的切线  垂直  于过切点的  半径  ．

如图，若 是⊙ 的切线， 是切点，则  

  ．

切线判定

①定义法：

和圆只有一个公共点的直线是圆的切线．

②判定定理：

经过半径的外端并且垂直于这条半径的直线是圆

的切线．（当题目欲求证的直线经过圆上的点

时，一般用此方法．）

方法：  连半径、证垂直  ．

连接 ，证明 即可推出 为⊙ 的

切线．
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总结： 

、出现圆的切线时，常连接过切点的  半径  ，得切线垂直半径，即见  切线  ，连  半径   .

、证明圆的切线的方法：

①若给出直线与圆有公共点：  连半径  、  证垂直  ；

②若没给直线与圆的交点：  作垂直  、  证半径  ．

切线．

③距离法：

圆心到直线的距离等于圆的半径的直线是圆的切

线．（当题目欲求证的直线没有明确说明经过圆

上的点时，一般用此方法．）

方法：  作垂直、证半径  ．

过点 作 于 ，证明 即可推出

为⊙ 的切线．

【备注】①通过平行线 角平分线证明切线

如图， 是⊙ 的直径， ， 是⊙ 上两点，且 ，过点 的直线 于

点 ，交 的延长线于点 ，连接 ．

连接  ，

由 ， ， ，推出 ， ，进

而证明 为⊙ 的切线．

②通过等腰三角形倒角证明切线
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已知：如图，在 中， ，以 为直径的⊙ 交 于点 ， ．

连接  ，
由 ， ，推出 ，推出 ， ，进而

证明 为⊙ 的切线．

栗子3

A. B. C. D.

3. ★★
如图，已知⊙ 上三点 ， ， ，半径 ， ，切线 交 延长线于点 ，则

的长为（   ）．

【答案】B

【解析】连接 ，

∵ ，

∴ ，

∵过点 作⊙ 的切线交 的延长线于点 ，

∴ ， ，

∵ ，

∴ ，

∴ ．

故选 ．

2020~2021学年天津河西区初三上学期期末第8题3分
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【标注】【知识点】切线的性质定理

栗子4

（ 1 ）

（ 2 ）

4. ★★★
已知 内接于⊙ ， ， ，点 是⊙ 上一点．

如图①，若 为⊙ 的直径，连接 ，求 和 的大小．

图

如图②，若 ，连接 ，过点 作⊙ 的切线，与 的延长线交于点 ，求 的

大小．

图

【答案】（ 1 ）

（ 2 ）

．

．

【解析】（ 1 ）∵ 为⊙ 的直径，

∴ ，

∵在⊙ 中， ，

∴ ．

∵ ， ，

∴ ．

∴ ．

2021年天津中考真题第21题10分
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（ 2 ）如图，连接 ．

∵ ，

∴ ．

∵四边形 是圆内接四边形， ，

∴ ．

∴ ．

∴ ．

∵ 是⊙ 的切线，

∴ ，即 ．

∴ ．

【标注】【知识点】圆内接四边形综合

（ 1 ）

（ 2 ）

5. ★★★
在 中， ，以边 上一点 为圆心， 为半径的圆与 相切于点 ，分别交

， 于点 ， ．

如图 ，连接 ，若 ，求 的大小．

图
如图 ，若点 为 的中点，⊙ 的半径为 ，求 的长．

2019年天津红桥区初三中考三模第21题10分
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图

【答案】（ 1 ）

（ 2 ）

．

．

【解析】

图

（ 1 ）

图

（ 2 ）

连接 ，

∵

为半

径的

圆与

相切

于点

，

∴ ，

∴ ，

∵在 中， ，

∴ ，

∴ ，

∴ ，

∵ ，

∴ ，

∴ ，

∴ ．

连接 ， ，

由（

）
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得： ，

∴ ，

∵ ，点 为 的中点，

∴ ， ，

∴ ，

∴ ，

∵ ，

∴ ，

∴ ．

【标注】【知识点】圆与等腰+平行线

（ 1 ）

（ 2 ）

6. ★★★
已知， 为菱形，点 ， ， 在⊙ 上．

如图①，若 ， 为⊙ 的切线，求 的大小．

图

如图②， ， 与⊙ 分别交于点 ，点 ，连接 ，若 ，求 的度

数．

图

【答案】（ 1 ）

（ 2 ）

．

．

【解析】（ 1 ）连接 、 ，

2021年天津河东区初三中考一模第21题10分
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（ 2 ）

图

∵ 、 为⊙ 切线，

∴ ， ，

∵同一条弧所对的圆周角等于它所对应的圆心角的一半，

∴ ，

∵ 为菱形，

∴ ，

四边形内角和为 ，

∴ ，

∴ ，

∴ ．

∵四边形 为菱形， ， ，

∵ ，

∴ ，

∴ ，

∵圆内同一条弦对应的圆周角 ， 所对应的弧不同，

∴ ，

∵ ，

∴ ，

∵ ，

∴ ．

【标注】【知识点】圆内接四边形综合

栗子5

（ 1 ）

7. ★★★
已知 为⊙ 的直径， ，弦 与 交于点 ，在直线 上有一点 ，连接 ，且有

．

如图 ，求证 为⊙ 的切线．

2020年天津滨海新区初三中考一模第21题
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图

图

（ 2 ）如图 ，直线 与切线 相交于 ，且 ，⊙ 的半径为 ，求 的长．

【答案】（ 1 ）

（ 2 ）

证明见解析．

．

【解析】

图

（ 1 ）

图

（ 2 ）

连接 ，如图 所示．

∵ ，

∴ ，

∵ ，

∴ ．

∵ ，

∴ ．

∵ ，

∴

，

∴ 为⊙ 的切线．

连接 ， ，如图 所示．

由（ ）可知 为直角三角形， ，

设 ， ，

由勾股定理得： ，

即 ，

解得： ，

即 ， ．

∵⊙ 的半径为 ，

∴ ，
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∵直线 与切线 相交于 ，由（ ）可知 为⊙ 的切线，

∴ ≌

∴ ，

∴在 中， ，

∴ ，

∴ ．

【标注】【知识点】圆与勾股

（ 1 ）

（ 2 ）

8. ★★
如图， 为正方形 对角线 上一点，以 为圆心， 长为半径的⊙ 与 相切于点 ．

求证： 与⊙ 相切．

若⊙ 的半径为 ，求正方形 的边长．

【答案】（ 1 ）

（ 2 ）

证明见解析．

．

【解析】（ 1 ）

（ 2 ）

过 作 于 ，连接 ，

∵⊙ 与 相切于点 ，

∴ ．

∵四边形 为正方形，

∴ ， ．

∴ ．

∵ 为正方形 对角线，

∴ ．

∵ ，

∴ 与⊙ 相切．

由（ ）易知 为等腰直角三角形， 为半径，

∴ ．

∴ ．

∴ ．

∴ ．

2017~2018学年12月天津和平区天津市第二南开中学初三上学期月考第21题10分
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在 中， ，

有 ，

∴ ．

∴ ．

故正方形 的边长为 ．

【标注】【知识点】圆与勾股

（ 1 ）

（ 2 ）

9. ★★★
如图， 是⊙ 的直径， 与⊙ 交于点 ， 的平分线交⊙ 于点 ， ，垂足为

．

O BA

D

E
C

求证： 是⊙ 的切线．

若直径 ，弦 ，求 的长．

【答案】（ 1 ）

（ 2 ）

证明见解析．

．

【解析】（ 1 ）连接 ．

O BA

D

E
C

∵ 平分 ，

∴ ，

∵ ，

∴ ，

∴ ，

∴ ，

∵ ，即 ，

2018~2019学年北京朝阳区陈经纶中学初三上学期期中第23题6分
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（ 2 ）

∴ ，即 ，

∴ 是⊙ 的切线．

作 ，垂足为 ．

O BA

D

E
C

F

∴ ，

在 中， ， ，

∴ ，

∴ ，

∵ ，

∴四边形 是矩形，

∴ ．

【标注】【能力】推理论证能力

【知识点】勾股定理

【知识点】切线的判定定理

【知识点】切线的性质定理

【知识点】矩形的判定及应用

【知识点】角的平分线及等分线的定义

【知识点】平行线的性质

【知识点】平行线判定

3. 切线长定理
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切线长

经过  圆外  一点的圆的切线上，这点和切点之间

线段的长，叫做这点到圆的切线长．

如图，过圆外一点 有两条直线 、 分别与

⊙ 相切，线段     、     的长叫⊙ 的切线

长．

切线长定理

从  圆外  一点引圆的两条切线，它们的切线长  相

等  ，这一点和圆心的连线  平分  两条切线的夹

角．

如图，过⊙ 外一点 引⊙ 的两条切线 、

，切点分别为 、 ．

【结论】： ≌     ， ，

     =     =     ，

     垂直平分     ，      ．

栗子6

A. B. C. D.

10. ★★
如图， 、 分别切⊙ 于 、 ，若 ，则 的大小为（  ）．

天津滨海新区初三毕业考试第7题3分
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【答案】A

【解析】连接 、 ，

∵ 、 分别是⊙ 的切线，

∴ ，

∴ ，

∵ ，

∴ ，

∴ ．

【标注】【知识点】切线长定理

A. B. C. D.

11. ★★
如图， 、 切⊙ 于点 、 ， ， 切⊙ 于点 ，交 、 于 、 两点，则

的周长是（   ）．

【答案】C

【解析】∵ 、 切⊙ 于点 、 ， 切⊙ 于点 ，

∴ ， ， ，

∴ 的周长

故选： ．

【标注】【知识点】切线长定理

2019~2020学年天津河北区初三上学期期中第6题3分

栗子7
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（ 1 ）

（ 2 ）

12. ★★★
已知⊙ 中， 为直径， 、 分别切⊙ 于点 、 ．

如图，若 ，求 的大小．

如图，过点 作 于点 ，交⊙ 于点 ，若 ，求 的大小．

【答案】（ 1 ）

（ 2 ）

．

  ．

【解析】（ 1 ）

（ 2 ）

∵ 切⊙ 于点 ，有 ．

又 ，

∴ ．

∵ 、 分别切⊙ 于点 、 ，

∴ ，有 ．

∴ ．

如图，连接 、 ．

∵ ，又 ，

∴ ．

又 ，

∴四边形 是平行四边形．

∵ ，

∴四边形 是菱形，有 ．

2012年天津中考真题第22题
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又 为直径， ，得 ，有 ．

∴ 是等边三角形，有 ．

∴在菱形 中， ．

【标注】【能力】运算能力

【知识点】正多边形与圆

【知识点】圆内接四边形综合

【知识点】切线的性质定理

（ 1 ）

（ 2 ）

13. ★★★
已知 ， 分别与⊙ 相切于点 ， ，延长 交直径 的延长线于点 ．

如图①，若 ，求 的度数．

OOO

图

如图②，在⊙ 上取一点 ，连接 ， ， ，当四边形 是平行四边形时，求

及 的大小．

OOO

图

【答案】（ 1 ）

（ 2 ）

．

， ．

【解析】（ 1 ）∵ ， 是⊙ 的切线，

∴ ， ．

∴ ，

∵ ，

∴ ．

2021年天津和平区初三中考二模第21题10分
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（ 2 ）

∵ ，

∴ ，

∴ ．

连接 ， ，

OOO

∵ ， 是⊙ 的切线，

∴ ．

∵四边形 是平行四边形，

∴平行四边形 是菱形．

∴ ， ．

∵ ，

∴ ．

∵ ， 是⊙ 的切线，

∴ ， ．

∴ ．

∵ ，

∴ ，

∴ ．

∴ ．

∴ ， ．

又 ，

∴ 是等边三角形．

∴ ，

∴ ．

【标注】【知识点】切线长定理

4. 三角形的内切圆
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三角形内切圆

与三角形  各边  都相切的圆叫做三角形的内切

圆，内切圆的圆心叫做三角形的  内心  ．这个三

角形叫做圆的外切三角形．

如图，⊙ 是 的内切圆， 是⊙ 的

外切三角形，点 是 的内心．

三角形有且只有  一个  内切圆，内心是三条  角平

分线  的交点，内心到三边的距离相等，且等于三

角形内切圆的半径．

如图，⊙ 是 的内切圆，则 平分

， 平分 ， 平分 ；

．

【备注】任何三角形都有唯一的外接圆和内切圆，而一个圆的内接三角形和外切三角形都有无数
个．

三角形外接圆的圆心叫做三角形的外心，是三角形三条垂直平分线的交点 .

与三角形内切圆有关的两个重要结论
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任意三角形

若三角形三边长分别为 、 、 ，内切圆半径为

，则 的面积     ．

直角三角形

如果直角三角形的两直角边长分别为 ， ，斜边

长为 ，则直角三角形的内切圆的半径  

  ．

栗子8

A. B. C. D.

14. ★★
如图， 中， ， ，⊙ 与 的三边相切于点 、 、 、若⊙ 的半径

为 ，则 的周长为（   ）．

【答案】D

【解析】连接 、 ，

2021年天津河北区初三中考零模第11题3分
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设 ，由切线长定理得 ，

∵⊙ 与 的三边分别点 、 、 ，

∴ ， ，

∴四边形 为正方形，

∵⊙ 的半径为 ， ，

∴ ， ，

∴在 中，

∵ ，

即 ，

解得 ，

∴ 的周长为 ．

故选 ．

【标注】【知识点】切线长定理

A. B. C. D.

15. ★★
如图，点 ， ， 分别在正三角形 的三边上，且 也是正三角形．若 的边长为

， 的边长为 ，则 的内切圆半径为（   ）．

【答案】B

【解析】∵ ，

，

∴ ，

∴在 和 中，

2020年天津河西区初三中考二模第11题3分
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，

∴ ≌ ，

∴ ，

设 内切圆圆心为 ，与 相切于 ，

连 ， ，

，

∵ ，

∴ ，

故选 ．

【标注】【知识点】AAS

A. B.

C. D.

16. ★★
已知 中， ， ， ， ，⊙ 与三角形的边相切，下列选项中，⊙

的半径为 的是（   ）．

【答案】C

2019~2020学年天津河北区初三上学期期末第9题3分
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【解析】A
选项：

B
选项：

C
选项：

D
选项：

是 的内切圆，

∴ 的半径 ，

∴ 不正确．

∵与 ， 相切，

∴

∴ ，

∴ 不正确．

与 ， 相切，圆心

在 上，

∴ ，

∴ ，

∴ 正确．

与 ， 相切，圆心在

上，

∴ ，

∴ ，

∴ 不正确．

故选
C
.

【标注】【知识点】直线和圆的位置关系

二、 圆中最值问题

1. 垂线段最短

解题原理：点到直线的距离——  垂线段最短  ．

栗子9

17. ★★
如图，在 中， ， ， ，经过点 且与边 相切的动圆与 ， 分

别相交于点 ， ，则线段 长度的最小值是（   ）．

2019~2020学年12月天津河东区天津市育才中学初三上学期月考第11题3分
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A. B. C. D.

【答案】D

【解析】如图，∵ ，

∴ 是直径，

设 的中点为 ，圆 与 的切点为 ，

连接 ， ， ，则 ．

∵ ， ， ，

∴ ，

∴ 为直径， ，

∴ ，

∵当点 在直角三角形 的斜边 的高上 时， 有最小值，

∴由三角形面积公式得： ．

【标注】【知识点】圆与最值问题

18. ★★★
如图，直线 与 轴、 轴分别交于点 、 ；点 是以 为圆心、 为半径的圆上

一动点，过 点的切线交线段 于点 ，则线段 的最小是            ．

【答案】

2017~2018学年天津河西区初三上学期期末第18题3分
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【解析】过点 作 直线 与点 ，过点 作⊙ 的切线 ，切点为 ，此时 最小，连

接 ，如图所示．

直线 的解析式为 ，即 ，

∴ ．

∵ 为⊙ 的切线，

∴在 中， ， ，

∴ ．

【标注】【知识点】勾股定理与实际问题

【知识点】勾股定理的综合应用

【知识点】切线的性质定理

19. ★★★★
如图， 中， ， ， ， 是线段 上的一个动点，以

为直径画 分别交于 、 于 、 ，连接 ，则线段 长度的最小值为            ．

【答案】

【解析】连接 、 ，

∵ ， ，

∴ ，

∴ ，

∴ ，

∴当直径 最小时， 最小．

∴ 最小时， 与 垂直．

2012年浙江宁波中考真题第18题3分
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， ，

∴ ， ，

∴ 最小值为 ．

【标注】【知识点】圆的定义

20. ★★★
已知⊙ 的半径是 ，直线 与⊙ 相交于 、 两点， 、 是⊙ 上的两个动点，且在直线 的异

侧，若 ，则四边形 面积的最大值是            ．

【答案】

【解析】过点 作 于 ，交⊙ 于 、 两点，连结 、 、 、 、 、

，如图，

∵ ，

∴ ，

∴ 为等腰直角三角形，

，

∵ ，

∴当 点到 的距离最大， 的面积最大；

当 点到 的距离最大时， 的面积最大，

即 点运动到 点， 点运动到 点，

此时四边形 面积的最大值

2014年陕西中考真题第16题3分

四边形

四边形
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．

【标注】【知识点】圆中最值

2. 将军饮马最值

将军饮马模型：求线段和的最小值问题．

线段差的最大值： ．

线段差的最小值： ．

栗子10

21. ★★★
如图， 是⊙ 的直径， 、 、 是⊙ 上的三点， ， 点是 的中点， 点是

上一动点，若⊙ 的半径为 ，则 的最小值为（   ）．

2019~2020学年天津和平区初三上学期期中第9题3分
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A. B. C. D.

【答案】C

【解析】如图，

过点 作关于 的对称点 ，连接 交 于点 ， 此时最小．

连接 、 ．

∵ ，

∴ 的度数为 ，

∴ 的度数为 ，

∴ 的度数为 ，

∴ 的度数为 ，

∴ ，

∵ ，

∴ ，

∴ ．

故选 ．

【标注】【知识点】圆与最值问题

3. 中位线

三角形的中位线等于  第三边的一半  ；有时也可以通过构造中位线解题．

栗子11

22. ★★★
回答下列问题：

2018~2019学年天津和平区初三上学期期中第17题3分
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（ 1 ）

图

（ 2 ）

圆中最长的弦是            ．

如图①， 是⊙ 的弦， ，点 是⊙ 上的一个动点，且 ，若点 、

分别是 、 的中点，则 长度的最大值是            ．

【答案】（ 1 ）

（ 2 ）

直径

【解析】（ 1 ）

图

（ 2 ）

直径是圆中最长的弦，

故答案为：直径．

如图①，∵点 ， 分别是 ， 的中点，

∴ ，

∴当 取得最大值时， 就取得最大值，当 是直径时， 最大，

连接 并延长交⊙ 于点 ，连接 ，

∵ 是⊙ 的直径，

∴ ．

∵ ， ，

∴ ，

∴ ，

∴ ．

故答案为： ．

【标注】【能力】运算能力

【知识点】三角形的中位线

【知识点】解直角三角形

【知识点】探究特殊角的三角函数值

【知识点】勾股定理

【知识点】圆与三角函数

【知识点】圆的定义

【知识点】圆周角定理以及应用

【知识点】圆中对称性

【知识点】垂径定理以及应用

最大
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A. B. C. D.

23. ★★
如图， 为⊙ 的直径， 为⊙ 上一点，其中 ， ， 为⊙ 上的动点，连

，取 中点 ，连 ，则线段 的最大值为（   ）．

【答案】D

【解析】方法一：

方法二：

连接 ，取 的中点 ，

∴ ， ，

∵ ，

∴ ，

∴点 的轨迹为以 为圆心的圆，

∴圆 外点 到圆上点 的最大为 ， ， 三点共线时，

此时 ，过 作 于点 ，

∵ ，

∴ ， ，

∴ ，

∴ ， ，

∴ ．

如图，连接 ，作 于 ，

2019~2020学年11月天津和平区天津市第十九中学初三上学期月考第12题3分
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∵ ，

∴ ，

∴ ，

∴点 的运动轨迹为以 为直径的 ，连接 ，

当点 在 的延长线上时， 的值最大，

在 中，

∵ ， ，

∴ ， ，

在 中， ，

∴ 的最大值为 ．

故选 ．

【标注】【知识点】圆与最值问题

4. 共线最值

定点与圆上的动点之间的距离：当定点、动点和圆心三点  共线  时有最大或最小值．

           ，       .

栗子12

24. ★★★
如图，在 中， ， ， ，以边 的中点 为圆心，作半圆与 相切，

点 ， 分别是边 和半圆上的动点，连接 ，则 长的最大值与最小值的和是（   ）．

2016~2017学年江苏无锡宜兴市初三上学期期中周铁学区第10题3分
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A. B. C. D.

【答案】C

【解析】如图，设⊙ 与 相切于点 ，连接 ，作 ，垂足为 交⊙ 于 ，

此时垂线段 最短， 最小值为 ，

∵ ， ， ，

∴ ，

∴ ，

∵ ，

∴ ．

∵ ，

∴ ，

∴ ，

∴ 最小值为 ，

当 在 边上时， 与 重合时，

最大值 ，

∴ 长的最大值与最小值的和是 ．

【标注】【知识点】与圆有关的动点、轨迹问题

A. B. C. D.

25. ★★
已知： 是⊙ 的直径， 、 是⊙ 的切线， 是⊙ 上一动点，若 ， ，

，则 的面积的最小值是（  ）．

【答案】B

【解析】过 作 交 于 ，

2014~2015学年湖北武汉青山区初三上学期期中第10题3分
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交⊙ 于 ，

此时 面积最小．

过 作 交 于 ，

∴ ，

，

∴ ．

连接 、 ，

∴ ，

∴ ，

∴ ，

∴ ，

∴ ．

【标注】【知识点】与圆有关的动点、轨迹问题

梯形


